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ЧИСЕЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ УЗАГАЛЬНЕНОГО 

РІВНЯННЯ РІККАТІ ЗІ ЗМІННИМИ 

КОЕФІЦІЄНТАМИ: АНАЛІЗ ВПЛИВУ ПАРАМЕТРІВ 

ТА ТОЧНОСТІ АЛГОРИТМІВ РОЗВ'ЯЗУВАННЯ 
 

Узагальнене рівняння Ріккаті належить до класу нелінійних 

диференціальних рівнянь першого порядку та широко застосовується в 

задачах оптимального керування, математичної фізики, економічного 

моделювання, теорії фільтрації та аналізу динамічних систем [1]. Для рівнянь 

зі змінними коефіцієнтами аналітичний розв'язок у загальному випадку 

відсутній, що зумовлює необхідність застосування ефективних чисельних 

методів і дослідження їх точності та стійкості [2, 3]. Сучасні дослідження 

спрямовані на розроблення високоточних алгоритмів інтегрування, 

оцінювання їх збіжності та аналіз впливу параметрів математичної моделі на 

поведінку розв'язку [4 – 7]. 

Розглянемо задачу Коші для узагальненого рівняння Ріккаті 

𝑦′ = 𝑎(𝑥)𝑦2 + 𝑏(𝑥)𝑦 + 𝑐(𝑥), 𝑦(0) = 1, 𝑥 ∈ [0,5].  (1) 

Коефіцієнти рівняння задаються співвідношеннями 

𝑎(𝑥) = 𝛼(1 + 0.5sin 𝑥), 

𝑏(𝑥) = −1 + 0.1 cos 𝑥, 

𝑐(𝑥) = 0.5𝑒−𝑥, 

а параметр 𝛼 ∈ [0.2; 0.8] визначає інтенсивність квадратичної нелінійності. 

Значення параметра 𝛼 вибрано таким чином, щоб дослідити вплив 

квадратичної нелінійності на поведінку розв'язку без виникнення чисельної 

нестійкості. Верхня межа діапазону забезпечує помітне зростання нелінійного 

члена, але не призводить до втрати збіжності застосованих алгоритмів. 

Для чисельного розв'язування задачі (1) – (2) застосовано класичний 

метод Рунге–Кутти четвертого порядку з кроками інтегрування ℎ =

0.10, 0.05, 0.025. Еталонний розв'язок отримано цим самим методом при ℎ =
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10−3, що забезпечує значно меншу чисельну похибку порівняно з 

досліджуваними схемами. Точність обчислень оцінювалася за максимальною 

абсолютною похибкою 

𝜀 = max 
0≤𝑥≤5

∣ 𝑦ℎ(𝑥) − 𝑦𝑟𝑒𝑓(𝑥) ∣, 

де 𝑦ℎ(𝑥) – чисельний розв'язок при заданому кроці інтегрування, а 

𝑦𝑟𝑒𝑓(𝑥) – еталонний розв'язок. 

Для порівняння результатів застосовано також підхід, що ґрунтується на 

лінеаризації рівняння (1) за допомогою підстановки 

𝑦(𝑥) = −
𝑢′(𝑥)

𝑎(𝑥)𝑢(𝑥)
, 

яка зводить нелінійне рівняння Ріккаті до лінійного диференціального 

рівняння другого порядку 

𝑢′′ − (
𝑎′(𝑥)

𝑎(𝑥)
+ 𝑏(𝑥))𝑢′ + 𝑎(𝑥)𝑐(𝑥)𝑢 = 0. 

Це дало змогу виконати порівняльний аналіз двох підходів до чисельного 

розв'язування задачі та оцінити вплив параметра 𝛼 на точність і стійкість 

отриманих чисельних результатів. 

Для задачі (1) – (2) виконано серію чисельних експериментів. Їх 

результати наведено в табл. 1. 
 

Таблиця 1 

Максимальна абсолютна похибка чисельних методів 

Крок інтегрування (h) RK4 Лінеаризація + RK4 

0.10 2.43·10-4 3.18·10-4 

0.05 1.58·10-5 2.36·10-5 

0.025 9.71·10-7 9.71·10-7 

[авторська розробка] 

 

Наведені у табл. 1 результати свідчать про монотонне зменшення 

похибки зі зменшенням кроку інтегрування для обох алгоритмів. При 

зменшенні кроку вдвічі абсолютна похибка методу Рунге–Кутти четвертого 

порядку зменшується майже в 16 разів, що узгоджується з його теоретичним 

четвертим порядком точності. Метод, заснований на лінеаризації, демонструє 

близькі показники точності, однак через додаткові перетворення накопичена 

похибка є дещо більшою. 

Для кількісної оцінки збіжності алгоритму обчислено 

експериментальний порядок точності за співвідношенням 

𝑝 = 𝑙𝑜𝑔2
𝜀ℎ
𝜀ℎ2
, 
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який для досліджуваних варіантів становив (p=3.94) та (p=4.02), що практично 

збігається з теоретичним значенням четвертого порядку. 

Для дослідження впливу параметра нелінійності 𝛼 на характеристики 

чисельного розв'язку виконано серію обчислювальних експериментів. Їх 

результати наведено в табл. 2. 
 

Таблиця 2 

Вплив параметра 𝛼 на характеристики чисельного розв'язку 

α y(5) 𝜺 

0.2 0.824 8.4·10-6 

0.4 0.931 1.23·10-5 

0.6 1.108 1.58·10-5 

0.8 1.364 2.11·10-5 

[авторська розробка] 

 

Як видно з табл. 2, зі збільшенням параметра 𝛼 зростає вплив 

квадратичного нелінійного члена рівняння (1), що супроводжується 

збільшенням абсолютної похибки чисельного розв'язку. При цьому зміна 

параметра не призводить до втрати стійкості застосованого алгоритму в 

досліджуваному діапазоні значень. 

Для наочного порівняння точності досліджуваних алгоритмів на рис. 1 

наведено залежність максимальної абсолютної похибки від кроку інтегрування. 

 
Рис. 1. Залежність максимальної абсолютної похибки від кроку 

інтегрування для досліджуваних чисельних алгоритмів 
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Як видно з рис. 1, зі зменшенням кроку інтегрування абсолютна похибка 

обох алгоритмів закономірно зменшується. Графічні залежності 

узгоджуються з результатами, наведеними в табл. 1, і наочно ілюструють 

характер зміни похибки для досліджуваних чисельних методів. 

Висновки. Проведено чисельне дослідження узагальненого рівняння 

Ріккаті зі змінними коефіцієнтами та проаналізовано вплив параметра 

нелінійності на поведінку розв'язку і точність чисельних алгоритмів. Для 

розв'язування задачі використано класичний метод Рунге–Кутти четвертого 

порядку та підхід, заснований на лінеаризації вихідного рівняння. 

Результати чисельного експерименту показали, що метод Рунге–Кутти 

четвертого порядку забезпечує меншу абсолютну похибку порівняно з 

методом лінеаризації при всіх досліджуваних значеннях кроку інтегрування. 

Обчислений експериментальний порядок збіжності узгоджується з 

теоретичним, що підтверджує коректність застосованої чисельної схеми. 

Дослідження впливу параметра нелінійності встановило, що зі 

збільшенням параметра 𝛼 підвищується чутливість розв'язку до чисельних 

похибок, однак у досліджуваному діапазоні значень алгоритм зберігає 

стійкість і забезпечує необхідну точність обчислень. 

Отримані результати можуть бути використані під час вибору параметрів 

чисельного інтегрування для задач, математичні моделі яких описуються 

узагальненими рівняннями Ріккаті, а також слугувати основою для подальших 

досліджень більш складних нелінійних моделей. 
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